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СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ И СОБСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ
ЗАДАЧ ГЕЛЛЕРСТЕДТА ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО
УРАВНЕНИЯ ЛАВРЕНТЬЕВА – БИЦАДЗЕ
Eigenvalues and eigenfunctions of the Hellerstedt problems for the Lavrentiev – Bitsadze multidimensional
equation are found.
Знайдено власнi значення та власнi функцiї задач Геллерстедта для багатовимiрного рiвняння Лаврен-
тьєва – Бiцадзе.
1. Постановка задачи и основные результаты. Двумерные спектральные зада-
чи для уравнений гиперболо-эллиптического типа интенсивно изучаются [1 – 5],
однако, насколько известно автору, их многомерные аналоги не исследованы [6].
ПустьD — конечная область евклидова пространстваEm+1 точек (x1, . . . , xm, t),
ограниченная в полупространстве t > 0 сферической поверхностью Γ: |x|2 + t2 =
= 1, а при t < 0 конусами K0 : |x| = −t, K1 : |x| = 1 + t, −1
2
≤ t ≤ 0, где |x| —
длина вектора x = (x1, . . . , xm).
Обозначим через D+ и D− части области D, лежащие соответственно в полу-
пространствах t > 0 и t < 0, через S общую часть границ D+, D−, представляю-
щих множество {t = 0, 0 < |x| < 1} точек из Em. Часть конусов K0, K1,
ограничивающих области D−, обозначим через S0, S1 соответственно.
В области D рассмотрим многомерное уравнения Лаврентьева – Бицадзе со
спектральным действительным параметром µ
∆xu+ (sgnt)utt = µu, (1)
где ∆x — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xm, m ≥ 2.
Рассмотрим следующие спектральные задачи Геллерстедта для уравнения (1).
Задача Γµ. Найти решение уравнения (1) в области D при t 6= 0 из класса
C(D) ∩ C2(D+ ∪D−), удовлетворяющее краевым условиям
u
∣∣
Γ
= 0, u
∣∣
S0
= 0, (2)
или
u
∣∣
Γ
= 0, u
∣∣
S1
= 0. (3)
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В дальнейшем удобно перейти от декартовых координат x1, . . . , xm, t к сфе-
рическим r, θ1, . . . , θm−1, t, r ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2pi, 0 ≤ θi ≤ pi, i = 2, . . . ,m − 1,
θ = (θ1, . . . , θm−1).
Пусть
{
Y kn,m(θ)
}
— система линейно независимых сферических функций по-
рядка n, 1 ≤ k ≤ kn, (m−2)!n!kn = (n+m−3)!(2n+m−2), W l2(S), l = 0, 1, . . . ,
— пространства Соболева.
Справедливы следующие леммы [7].
Лемма 1. Пусть f(r, θ) принадлежит W l2(S). Если l ≥ m− 1, то ряд
f(r, θ) =
∞∑
n=0
kn∑
k=1
fkn(r)Y
k
n,m(θ), (4)
а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p ≤ l −m + 1,
сходятся абсолютно и равномерно, при этом
fkn(r) =
∫
H
f(r, θ)Y kn,m(θ)dH,
где H — единичная сфера в Em.
Лемма 2. Для того чтобы f(r, θ) принадлежала W l2(S), необходимо и до-
статочно, чтобы коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам
∣∣∣f10 (r)∣∣∣ ≤ c1, ∞∑
n=1
kn∑
k=1
n2l
∣∣∣fkn(r)∣∣∣2 ≤ c2, c1, c2 = const.
Тогда справедливы следующие теоремы.
Теорема 1. Задача (1), (2) для каждого µ имеет собственные функции.
Теорема 2. Задача (1), (3) имеет собственные значения µ = −γ2s ,
(
γs —
положительные нули функции Бесселя первого рода Js(z) целого порядка s ≥
≥ (m+ 1)
2
)
и соответствующие им собственные функции.
2. Доказательство теорем. В сферических координатах уравнение (1) в облас-
ти D+ имеет вид
urr +
m− 1
r
ur − 1
r2
δu+ utt = µu, (5)
где
δ ≡ −
m−1∑
j=1
1
gjsin
m−j−1θj
∂
∂θj
(
sinm−j−1θj
∂
∂θj
)
, g1 = 1,
gj = (sinθ1 . . . sinθj−1)2, j > 1.
Известно [7], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+
+m− 2), n = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует kn ортонормированных
собственных функций Y kn,m(θ).
Искомое решение задачи Γµ в области D+ будем искать в виде
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u(r, θ, t) =
∞∑
n=0
kn∑
k=1
u¯kn(r, t)Y
k
n,m(θ), (6)
где u¯kn(r, t) — функции, подлежащие определению.
Подставляя (6) в (5) и используя ортогональность сферических функций Y kn,m(θ)
[7], имеем
u¯knrr +
m− 1
r
u¯knr + u¯
k
ntt −
λn
r2
u¯kn = µu¯
k
n, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , (7)
при этом первое из краевых условий (2) и (3) примет вид
u¯kn
(
r,
√
1− r2
)
= 0, k = 1, kn, n = 0, 1, . . . , 0 ≤ r ≤ 1. (8)
Выполняя в (7), (8) замену u¯kn(r, t) = r
1−m/2ukn(r, t), а затем полагая r = ρ cosϕ,
t = ρ sinϕ, ρ ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ pi, получаем
υknρρ +
1
ρ
υknρ +
1
ρ2
υknϕϕ +
λn
ρ2 cos2 ϕ
υkn = µυ
k
n, (9)
υkn(1, ϕ) = 0, (10)
где
υkn(ρ, ϕ) = u
k
n(ρ cosϕ, ρ sinϕ), λn =
[
(m− 1)(3−m)− 4λn
]
4
.
Решение задачи (9), (10) будем искать в виде
υkn(ρ, ϕ) = R(ρ)φ(ϕ). (11)
Подставляя (11) в (9), (10), имеем
ρ2Rρρ + ρRρ − (λ+ ρ2µ)R = 0, (12)
φϕϕ +
(
λ+
λ¯n
cos2 ϕ
)
φ = 0, λ = s2 = const, (13)
R(1)φ(ϕ) = 0. (14)
Ограниченным решением уравнения (12) является функция Бесселя первого
рода [8] Rµ(ρ) = Js
(√−µρ). Подчинив ее условию Rµ(1) = 0, из (14) получим
собственные значения µ = −γ2s , где γs — положительные нули функций Бесселя,
s = 0, 1, . . . .
Далее уравнение (13) запишем следующим образом:
φϕϕ =
[
l(l − 1)
cos2 ϕ
− s2
]
φ, l = −n− m− 3
2
. (15)
Выполняя в уравнении (15) замену ξ = sin2 ϕ, получаем уравнение
ξ(ξ − 1)gξξ +
[
(α+ β + 1)ξ − 1
2
]
gξ + αβg = 0,
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g(ξ) =
φ(ϕ)
cosl ϕ
, α =
l + s
2
, β =
l − s
2
,
общее решение которого представимо в виде [5]
gs(ξ) = c1sF
(
α, β,
1
2
; ξ
)
+ c2s
√
ξF
(
α+
1
2
, β +
1
2
,
3
2
; ξ
)
(16)
и периодическое по ϕ, если s = 0, 1, . . . , где c1s, c2s — произвольные независимые
постоянные, а F (α, β, γ; ξ) — гипергеометрическая функция Гаусса.
Таким образом, из (11), (16) следует, что общее решение уравнения (9) имеет
вид
υkn,µ(ρ, ϕ) =
∞∑
s=0
Js
(√−µρ)×
× cosl ϕ
[
c1sF
(
α, β,
1
2
; sin2 ϕ
)
+ c2s sinϕF
(
α+
1
2
, β +
1
2
,
3
2
; sin2 ϕ
)]
. (17)
Поскольку
∣∣∣υkn,µ (ρ, pi2) ∣∣∣ <∞, из (17) имеем
c1sF
(
α, β,
1
2
; 1
)
+ c2sF
(
α+
1
2
, β +
1
2
,
3
2
; 1
)
= 0,
или
c2s = − 2Γ(1− α)Γ(1− β)
Γ
(
1
2
− α
)
Γ
(
1
2
− β
)c1s, (18)
где Γ(z) — гамма-функция.
Подставляя (18) в (17), получаем
υkn,µ(ρ, ϕ) =
∞∑
s=0
c1sJs(
√−µρ) cosl ϕ
F (α, β, 12 ; sin2 ϕ
)
−
− 2Γ(1− α)Γ(1− β)
Γ
(
1
2
− α
)
Γ
(
1
2
− β
) sinϕF (α+ 1
2
, β +
1
2
,
3
2
; sin2 ϕ
). (19)
Подчинив функцию (19) условию (14), получим c1s = 0, s = 0, 1 . . . , и, значит,
υkn,µ(ρ, ϕ) ≡ 0, если µ 6= −γ2s .
Таким образом, решением задачи (7), (8) в области D+ является функция
uµ(r, θ, t) =

0, µ 6= −γ2s , s = 0, 1, . . . ,
∞∑
n=1
kn∑
k=1
∞∑
s=p
n−lJs
(√
−µ(r2 + t2)
)
(r2 + t2)n/2+(m−3)/4r2−m−n×
×
[
F
(
−n
2
+
3−m
4
+
s
2
, −n
2
+
3−m
4
− s
2
,
1
2
;
t2
r2 + t2
)
−
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−
2Γ
(
1 +
n
2
+
m− 3
4
− s
2
)
Γ
(
1 +
n
2
+
m− 3
4
+
s
2
)
Γ
(
1
2
+
n
2
+
m− 3
4
− s
2
)
Γ
(
1
2
+
n
2
+
m− 3
4
+
s
2
) t(r2 + t2)−1/2×
× F
(
−n
2
+
5−m
4
+
s
2
, −n
2
+
5−m
4
− s
2
,
3
2
;
t2
r2 + t2
)]
Y kn,m(θ), µ = −γ2s .
(20)
Из (20) при t→ +0 имеем
uµ(r, θ, t) = τµ(r, θ) =

0, µ 6= −γ2s ,
∞∑
n=1
kn∑
k=1
∞∑
s=p
n−lJs(
√−µr)Y kn,m(θ), µ = −γ2s .
(21)
Учитывая формулы [9, 10]
2J ′s(z) = Js−1(z)− Js+1(z),
dq
dzq
F (a, b, c; z) =
(a)q(b)q
(c)q
F (a+ q, b+ q, c+ q; z), q = 0, 1 . . . ,
(a)q =
Γ(a+ q)
Γ(a)
,
Γ(z + α)
Γ(z + β)
= zα−β
[
1 +
1
2z
(α− β)(α− β − 1) +O(z−2)
]
,
а также оценки [9, 7]
|Js(z)| ≤ 1
Γ(s+ 1)
(z
2
)s
,
|kn| ≤ c1nm−2,
∣∣∣∣∣ ∂q∂θqj Y kn,m(θ)
∣∣∣∣∣ ≤ c1nm/2−1+q, j = 1, m− 1, q = 0, 1 . . . ,
нетрудно показать, что если p ≥ m+ 1
2
и l >
3m+ 8
2
, то решение (20) u(r, θ, t)
принадлежит C(D¯+)∩C2(D+), и при этом в силу лемм 1 и 2 τµ(r, θ) = r τ∗µ(r, θ),
τ∗µ(r, θ) ∈W l2(S), l >
3m+ 8
2
.
Следовательно, задача (1), (2) сводится к задаче Дарбу в области D− для урав-
нения
∆xu− utt = µu (22)
с условиями u
∣∣
S
= τµ(r, θ), u
∣∣
S0
= 0, имеющего для любого µ бесчисленное
множество нетривиальных решений [11].
Таким образом, теорема 1 доказана.
В свою очередь, задача (1), (3) сводится к задаче Дарбу в области D− для
уравнения (22) с условиями u
∣∣
S
= τµ(r, θ), u
∣∣
S1
= 0, которая однозначно разреши-
ма [11].
Теперь из представления (21) функций τµ(r, θ) следует справедливость теоре-
мы 2.
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